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Resumen

La produccién de tumores cancerosos o tumorgénesis ha sido estudiada desde principios del siglo
XX por matematicos Y fisicos interesados en aplicaciones bioldgicas. En este trabajo se plantean diversos
modelos que utilizan ecuaciones diferenciales ordinarias, ecuaciones diferenciales parciales, modelos
estocasticos discretos, estadisticos y de analisis numeérico para describir el crecimiento de tumores
cancerosos. Se muestra un andlisis comparativo entre estos modelos matematicos, estableciendo
particularidades y limitaciones debido a la especificidad de las poblaciones cancerosas. Se amplia un
estudio del modelo de competencia por nutrientes utilizando una simulacién computacional, donde
se muestran resultados graficos de las simulaciones para poblaciones de células cancerosas y muertas.
Palabras clave: células cancerosas, modelos matematicos, competencia por nutrientes, simulacién
computacional.

Abstract
Use mathematical models to describe the growth of cancerous tumors

The production of cancerous tumors or tumorigenesis has been studied from principles of the
twentieth century by mathematicians and physicists interested in biological applications. In this paper
we discuss various models using ordinary differential equations, partial differential equations, discrete
stochastic models, statistical-cal and numerical analysis to describe the growth of cancerous tumors.
Shows a comparison between these mathematical models, setting characteristics and limitations due
to the specific cancer populations. It extends a model study competition for nutrients using a computer
simulation, which shows graphical results of simulations for populations of cancer cells and dead.
Keywords: cancer cells, mathematical models, competition for nutrients, computer simulation.
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Introduccion

Aunque la evolucién de un sistema cancerigeno
estd limitada y condicionada a pardmetros quimicos
y biolégicos, su diseminacién a través de los
tejidos y 6rganos contaminados obedece a diversas
reglas deterministas o estocdsticas, las cuales
se pueden modelar utilizando herramientas
matemdticas y condicionamientos fisicos (1). La
produccién de tumores cancerosos o tumorgénesis
ha sido estudiada desde principios del siglo XX
por matemdticos interesados en aplicaciones
biolégicas (2). Se plantean diversos modelos que
utilizan ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO),
ecuaciones diferenciales parciales (EDP), modelos
estocdsticos discretos, estadisticos y de andlisis
numérico.

Existen trabajos alrededor de este tema que
muestran, por un lado, resultados referidos
a tratamientos particulares con modelos no
generalizados, y por otro, estructuras funcionales
que permiten la aplicabilidad a diversos tipos
de cdncer. Sin embargo, hoy en dia se carece
de un modelo que proporcione una prediccién
y caracterizacién del comportamiento para el
crecimiento de tumores cancerosos en sus multiples
formas y para cualquier tipo de poblacién, teniendo
en cuenta, que los modelos existentes funcionan bajo
condiciones ideales y con poblaciones especificas
(3), cientificos de diferentes dreas han desarrollado
modelos para el tratamiento de la dindmica del
crecimiento tumoral. Modelos provenientes de
diversos campos como la matemidtica aplicada, la
estadistica, la ciencia computacional, la ciencia
de materiales, la mecdnica de fluidos, la dindmica
poblacional, la evolucién y la teoria del juego han

sido desarrollados (4).

En este trabajo se muestra un andlisis comparativo
entre estos modelos matemdticos estableciendo
particularidades y limitaciones de generalizacién
debido ala especificidad de las poblaciones cancerosas.
Se amplia un estudio del modelo de competencia por
nutrientes utilizando una simulacién computacional,
donde se muestran resultados grificos de las
simulaciones para poblaciones de células cancerosas
y muertas.

Modelos matematicos

Ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO): este
modelo supone una poblacién de células cancerosas
con igual potencial de crecimiento. Se aplica a
problemas de estabilidad y permanencia de sistemas
donde se tiene una poblacién biolégica compitiendo
por recursos. La EDO describe la competicién
entre organismos como un cambio en la funcién
de saturacién. El nimero de células en un tiempo ¢
depende de la tasa de crecimiento y estd asociado con
la capacidad de transporte, que es el tamafio médximo
de la poblacién que se puede alcanzar, definida por el
nutriente suplido y las restricciones espaciales.

La solucién a esta ecuacion es la curva sigmoidal.
Una aplicacién de este modelo fue introducido
por Manfred Eigen en 1971 como un camino para
modelar la evolucién dindmica de moléculas Gnicas
de ARN en experimentos de laboratorio, conocido
como el modelo de las cuasiespecies. Luego se extendi6
este modelo al tratamiento y evolucién de virus,
bacterias y modelos simples del sistema inmune
(2). El modelo de Eigen supone una poblacién
heterogénea de células i que compiten entre si y
rodean las células saludables en busca de nutrientes,
oxigeno y espacio. En este modelo el niimero total de
células del sistema se supone constante y se permite
el desencadenamiento de mutaciones que generan
divisiones celulares a una razén determinada para
cada tipo de célula, es decir, una célula de tipo i solo
puede mutar en una del tipo 7 +1(5).

Ecuaciones diferenciales parciales: este método
es una herramienta muy usada en el estudio del
crecimiento de tumores y la forma en que se
difunden sobre los tejidos que los rodean (6-7). En la
utilizacién de estas ecuaciones se supone un sistema
descrito bajo un comportamiento mecénico, donde
el sistema puede ser un fluido o una mezcla entre
liquido y sélido (los fluidos son normalmente los
nutrientes). Se presentan fenémenos de difusién y
transporte de nutrientes teniendo en cuenta efectos
de concentracién, tamano y velocidad de células.
En este modelo se aplican condiciones iniciales y
de frontera que estdn relacionadas con el tamano,
la permeabilidad del medio, la geometria y las
dimensiones del sistema. Anderson y Chaplain

141



NOVA - PUBLICACION CIENTIFICA EN CIENCIAS BIOMEDICAS - ISSN:1794-2470 VOL.8 No. 14 - JULIO - DICIEMBRE DE 2010: 121 - 240

plantearon una EDP para describir la dindmica de la
densidad de células endoteliales (EC) que migran a
través de un tumor y forman estructuras neovasculares
en respuesta a una sefial quimica especifica conocida
como factor angiogénico del tumor (TAF). Ellos
proponen que si 7(x,z) es la densidad EC, entonces
la migracién esta descrita por

n=DV’n- V(x(c)nVe)+g(n,c), (a)

Donde D y X son el coeficiente de difusién y
el pardmetro quimio-tdctico respectivamente, ¢(x,z)
es la concentracién de TAF quimico especifico
responsable de la quimiotaxis y g(7,¢es la funcién
de proliferacién. Para el caso simple la sefial quimica
se puede suponer como estacionaria (independiente
del tiempo), si no es estacionaria esta debe satisfacer
la ecuacién diferencial

¢ =DcVin+v(e,n) . (b)

Con v(c,n) como la funcién especifica de
produccién de la senal quimica (8).

Modelo discreto, autémata celular: la estructura del
modelo estd basada en una regién del espacio discreta
(rejilla cuadrada), donde coexisten unas determinadas
especies celulares. La dindmica de crecimiento estd
definida por algunas reglas de interaccién a lo largo
de los nodos y entre los vecinos de cada celda. Las
reglas pueden ser deterministicas o estocisticas, estas
ultimas son dictaminadas por procesos aleatorios con
inclusion de probabilidades. Cada punto de la rejilla
puede representar una célula individual o un grupo
de células. En una red de autématas el estado de
una célula dentro de la regién depende de las reglas
definidas, del estado de los vecinos y de su propio
estado en la generacién anterior.

Un ejemplo bésico de autémata celular es una
rejilla en dos dimensiones, con puntos nodales ;,
donde iy j son las dimensiones de la cuadricula. Se
empieza con una poblacién inicial, que se actualiza
en cada paso de tiempo bajo unas determinadas reglas
de muerte y reproduccién. Los modelos de autémata
celular usados para describir sistemas reales son més
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complejos y tienen en cuenta factores biolégicos que
caracterizan la difusividad y crecimiento del tumor.
El modelo de autémata celular en tres dimensiones
describe el crecimiento de un tumor cerebral. En él
se incorporan dos tipos de células proliferativas y no
proliferativas, que requieren para su evolucién de dos
cuadriculas una isotrépica y otra adaptable (9-10).

Modelo estocdstico: muchos fenémenos biol6gicos
son gobernados por variables aleatorias, y requieren
de un modelo que involucre procesos al azar. Segin
este modelo no se puede predecir con exactitud el
estado de un sistema en un tiempo dado pero se
logran predecir ciertas tendencias bajo las cuales este
sistema evoluciona paulatinamente de tal manera que
para experimentos repetidos se encuentran resultados
similares pero no idénticos. El proceso de Moran
es un modelo estocdstico simple el cual describe el
comportamiento de una poblacién basado en una
dindmica de nacimiento y muerte. Aqui se considera
una poblacién de tamafo N, con células sanas y
mutadas. En cada paso de tiempo un individuo A es
seleccionado aleatoriamente para su reproduccién.
Debido a esto, otro individuo B es seleccionado para
morir. La descendencia de A reemplaza a la célula
muerta B, manteniendo a N constante.

Asi pues el proceso de Moran describe la evolucién
estocdstica de una poblacién finita de tamafio cons-
tante. Se supone que todos los individuos residentes
son idénticos y se introduce un mutante que tiene
un fitness 7 (el termino fitness, se refiere a la aptitud
en el contexto bioldgico, que es el valor adaptativo
que tiene un organismo para poder pasar los genes a
futuras generaciones y que sus descendientes puedan
nacer y sobrevivir), mientras que el de los residentes
es 1, es decir, que los mutantes pueden ser menos
o mds aptos para sobrevivir que sus predecesores.
Los tnicos estados estables posibles en el proceso
de Moran son o todos mutantes o todos residentes.
Komarova describe comportamientos celulares de
organismos adultos como un modelo simple que
tiene como caracteristica una poblacién constante
(11). Otros modelos proponen ademds poblaciones
en continuo crecimiento o decadencia continua hasta
su extincién, como es el caso del proceso one-hit o el
two-hit (12-13).
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Modelo estadistico: este modelo es utilizado
en procesos donde las multiples etapas de la
carcinogénesis se presentan como una serie de
procesos estocdsticos con eventos mutacionales y de
expansién de clones. Para este modelo se proponen
una serie de variables como tasas de mutacidn,
tasas promedio de expansién de clones por etapa y
ndmero de etapas. La probabilidad de desarrollo de
cdncer para una cierta edad es calculada, usualmente
por simulaciones numéricas, como una funcién de
todos los pardmetros desconocidos. El resultado de
tales cdlculos para cada conjunto de pardmetros es
comparado con los datos existentes de la incidencia de
céncer, donde se identifica el conjunto de pardmetros
que mejor se ajuste. Trabajos en los que se analizan
curvas de incidencia y muerte con la edad muestran
diferentes curvas con las fluctuaciones estadisticas de
las muertes a causa del cdncer por afo, se destacan
las diferencias entre el cdncer a edades tempranas y
después de los cuarenta afos (14-15).

Modelo de competencia por nutrientes
Scalerandi y colaboradores desarrollaron un
modelo para el crecimiento del cdncer basado en la
competencia por nutrientes. Este modelo supone una
poblacién celular condicionada en una regién del
espacio discreta (16). Se formulan una serie de reglas
a nivel celular, las cuales son implementadas con
ecuaciones diferenciales no lineales. Las ecuaciones
diferenciales son discretas y solucionadas usando
simulaciones numéricas. Se considera una regién de
tejido completamente sana. El tejido se representa
por una red cuadrada, donde cada punto nodal 7,/
representa un elemento de volumen que contiene
varias células y moléculas de nutrientes. Se coloca
una semilla de cdncer en el centro de la red. Luego
de un paso de tiempo se supone la coexistencia de
tres poblaciones, células cancerosas, células sanas y
células muertas, dentro de los nodos que conforman
la red. La evolucién de esta concentracién de células
es descrita por ecuaciones diferenciales de primer
orden en funcién del tiempo, que estdn sujetas
a unas determinadas reglas de crecimiento. Estas
reglas dependen de la disponibilidad de nutrientes
en las cercanias del tumor, de las tasas de absorcién
y difusién de nutrientes, asi como de las cantidades

de células muertas, sanas y cancerigenas.

Reglas para el crecimiento de tumores

Para las reglas de crecimiento se supone la
coexistencia de tres poblaciones: células cancerosas
c(7,t) > células sanas p(7, 1) y células muertas 4 (7, )
, dentro de los nodos que conforman la red. En el
instante inicial = () se coloca una semilla de cdncer
dentro de una regién con poblacién celular sana. El
sistema evoluciona y la distribucién de las células que
ocupan un nodo varia con el tiempo, pero se supone
que la poblacién total por nodo se conserva y estd
normalizada, de tal forma que:

h(F ) +c(F,t) +d (7,1 =1. ()

La cual se cumple en todo momento y en toda la
red. El modelo propone para la evolucién en el tiempo
de estas tres poblaciones una serie de ecuaciones de
diferencias de primer orden, que requieren de una
solucién numérica. Estas ecuaciones se escribirdn
en adelante de forma discreta omitiendo por
brevedad la dependencia con el tiempo. Se describen
a continuacién las reglas para el crecimiento de
tumores cancerosos seglin este modelo: alimentacion,
consumo, muerte, mitosis, migracion.

Alimentacion: los nutrientes libres p(7) son

transformados en nutrientes ligados ¢(7) con una
tasa de absorcién 7 igual a

77 =7, 1-e), (d)

donde I' es un pardmetro de afinidad y 7, representa
el valor de saturacién de la tasa de absorcién para
valores grandes de nutriente libre, (7).

Consumo: los nutrientes ligados ¢(7) son consumidos
por las células cancerosas con una tasa de

BF) = B (1—e ), (@)

Donde el término ¢(7#) ha sido incluido en
el exponente porque cada célula puede consumir
Ginicamente su propio nutriente ligado.

Muerte: la mortalidad de células depende de la
concentracién de nutriente ligado, que es necesario
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para el funcionamiento de las células, la escasez de éste
produce la muerte celular. Si la cantidad promedio

de nutriente ligado por célula cancerosa ¢(7)/c(7),
en un nodo 7, cae por debajo del umbral de muerte
0, > un nUmero de células cancerosas r,¢(7) mueren
de hambre en el siguiente paso.

Mitosis: una alta concentracién de nutriente ligado
puede ocasionar divisién celular. Cuando la cantidad
promedio de nutriente ligado por célula cancerosa

q9(r)/¢(¥) excede el umbral de mitosis, 0,0, >0,)

, una fraccién m(7) de células sanas es transformada
en células cancerosas. Esta fraccién estd dada por,

m(F) = h(F) + 1, c(F) = h(7#)]® 1y, c(F) — h(F)]. (F)

Aqui O(x) es la funcién escalén de Heaviside,
la cual verifica cuando la cantidad promedio de
nutriente ligado es menor que el umbral de muerte
y cuando la cantidad promedio de nutriente ligado
se hace mayor que el umbral de mitosis. 7,, es una
constante.

Migracién: si los nutrientes libres son pocos,
las células cancerosas tienden a migrar a los nodos
vecinos mds cercanos. Asumiendo que si la cantidad
promedio de nutriente libre por célula cancerosa en

unnodo 7, es p(F)/c(F) < P, las células cancerosas
migraran a los nodos vecinos con un coeficiente de
migracién § el cual depende del tipo de nutriente.
Donde p, es la cantidad minima de nutriente libre
por célula cancerosa, existente en los alrededores, para
el cual no se produce migracién.

Materiales y métodos

Las funciones vitales que tienen lugar en el
interior de las células, a nivel microscépico, tales
como la sintesis de proteinas, la transmisién de
informacién genética y demds, involucran procesos
de alta complejidad para la realizacién de anilisis
matemadticos y caracterizaciones fisicas. Sin embargo,
cuando se estudian los tejidos a una escala mayor
como la mesoscépica existen algunas estructuras
biolégicas sobre las cuales subyace la idea de un
modelo de coexistencia celular.

Este modelo obedece dindmicas de movilidad,
reproduccién y muerte que estdn sujetas a procesos
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de supervivencia celular, en los cuales las diferentes
poblaciones que conviven en un tejido compiten
por alimento y espacio. Teniendo en cuenta que una
célula no tiene sentido de su posicién en el tejido, sino
que solo responde a sefiales y estimulos provenientes
de su entorno local (3), el andlisis mesoscépico
desarrollado en este trabajo pretende describir el
comportamiento celular a esta escala, utilizando el
modelo matemdtico de competencia por nutrientes.

Para la realizacién de las simulaciones
computacionales se discretizaron las ecuaciones
diferenciales que propone el modelo, utilizando
diferencias finitas; luego de ello se desarrollé un
programa en C++, con programacién orientado a
objetos. Los resultados numéricos que arrojaban las
simulaciones se visualizaron a través de graficas generadas
en Matlab 7.0, para su posterior andlisis, discusién
y convalidacién con expertos de la Universidades
de Puerto Rico y Cérdoba Argentina (17, 18).

Resultados

En este trabajo se amplia un estudio del modelo
de competencia por nutrientes. Se considera una red

de tejido de len xlan . Lared se selecciona pequena
ya que se debe garantizar mantener el tejido dotado
de los nutrientes y oxigeno necesarios para que las
células puedan desarrollar sus funciones biolégicas
basicas. El didmetro promedio de las células de los
mamiferos es aproximadamente de 10 um. Teniendo
en cuenta que el modelo utilizado estd basado en
concentraciones celulares resulta apropiado suponer
la red del tejido de 100 x 100 nodos. Asi cada

nodo tendrd una dimensién de 100zmm x100zm .
Considerando el tamafo celular cada nodo contendrd
100 células. La discretizacién espacial estard dada por

A =100gm . Para la discretizacién temporal se debe
garantizar la estabilidad de la red de acuerdo con...
2
T< A

para no tener problemas en la discretizacién de las
derivadas donde se supone que Az = 8%, es decir que
3 pasos de simulacién corresponden a un dia o que
t=1000 pasos corresponden aproximadamente a un
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Figura 1. Morfologfa del crecimiento de células cancerosas. Tumor en
diferentes iteraciones de tiempo. Pardmetros tomados de Komarova y
colaboradores, mayor concentracion cancerosa color rojo disminuyendo
la densidad hacia el color azul.

afio de tiempo real (17). Este es un valor estimado para
un correspondiente crecimiento cancerigeno cercano a
los 5 afos para producirse la intravasacién (18).

La Figura 1 muestra el comportamiento de
las células cancerosas para el crecimiento de un
tumor. Se observa que a partir de una semilla en el
centro de la red se genera el crecimiento del tumor
canceroso. El tumor inicia como una masa uniforme
y concentrada, la cual presenta una baja densidad
de células cancerosas (azul) en la regién superior, la
actividad cancerosa aumenta hacia la parte baja del
tumor, regién roja, orientado hacia la parte inferior
de la red donde se encuentra ubicada la vena, por
donde circulan los nutrientes. Se genera una zona
denominada nucleo necrético, regién azul oscuro,

- fa i

Figura 2. Morfologia de las células muertas. La regién azul oscuro
estd completamente sana y los colores rojos, amarillos y azules claros
representan las regiones con mayor nimero de células muertas del
tumor.

ubicada en la parte central y caracterizada por
contener las células muertas del tumor. Estas células
son originadas a partir de las cancerigenas que no se
pueden reproducir o mueren por falta de alimento
y espacio.

En la Figura 2 se muestra el comportamiento
de la concentracién de células muertas. Se aprecia
en estas imdgenes como este crecimiento se origina
desde la parte central y se expande de forma maciza
hacia el exterior, generando lo que anteriormente se
denomino ndcleo necrético. Es importante notar que
las simulaciones muestran una aparicién de células
muertas solamente en la regién central del tumor. Este
comportamiento se da porque la actividad celular,
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como consumo de nutrientes y busqueda de espacio,
se desarrolla principalmente en la periferia del tumor
que es la zona més agresiva (19-20). Las células que
van quedando en la parte interna comienzan a morir
por falta de condiciones suficientes para cumplir sus
funciones vitales.

Discusién

En el modelo de competencia por nutrientes se
encontraron comportamientos particulares asociados
con la disponibilidad de nutrientes y de espacio,
evidencidndose que las células cancerosas compiten
por estos dos. El comportamiento del modelo refleja
que la proliferacién cancerosa depende estrictamente
de cuatro pardmetros: la movilidad de las células
cancerosas & , la capacidad de absorcién de nutrientes
Ve, la capacidad para consumir nutrientes /3 y la
disposicion del nutriente libre en el tejido p(7).

Las simulaciones muestran que las células muertas
se ubican esencialmente en la regién central del
tumor, debido a que la actividad celular, como
consumo de nutrientes y busqueda de espacio, se
desarrolla principalmente en la periferia del tumor
que es la zona més agresiva y con mayor actividad.
Este comportamiento es similar a lo encontrado en el
trabajo de Bru (20), el cual explicita como un factor
predominante privilegia la posicién que brinda la
regién externa del tumor, debido a su proximidad
y mayor interaccién con los nutrientes y el espacio
libre para la proliferacién de las células cancerosas.

Se encuentra ademds algunas similitudes entre
el modelo de competencia por nutrientes con
el modelo Autowaves para el crecimiento de los
tumores invasivos (21), que tiene en cuenta la
divisién celular, la muerte y la movilidad. Este
modelo incluye ademds la densidad celular local y la
distribucién de la concentracién de nutrientes, que
se podria relacionar con la distribucién de nutrientes

libres (") usados en el modelo de competencia por
nutrientes. Cabe destacar que el modelo Autowaves
no tiene especificidad en las tasas de absorcidn, en
el consumo de nutrientes y migracién, como si lo
hace el utilizado en este trabajo de competencia por
nutrientes.
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Este modelo refleja consistencia y validez ya que
permite predecir diferentes tasas de crecimiento y
morfologias tumorales al variar algunos de sus pard-
metros, como la movilidad, el consumo y la absorcién
de nutrientes. Si el pardmetro 7= se hace grande el
nutriente libre se consumird mds rdpido ocasionando
migracién celular. Por otro lado si Hus< ¥ las células
cancerosas aumentan su reproduccién ya que dispo-
nen de una mayor concentracién de nutriente ligado;

esto ocasiona una posterior reduccién de p(#) enla
regién, lo que origina la migracién celular. El desa-
rrollo de este modelo es consecuente con las reglas
biolégicas que involucran dindmicas de movilidad
y crecimiento, en donde las células compiten por
espacio y alimento con células de la misma clase, de
otras clases o vecinas.

Otra fortaleza del modelo es la capacidad que tiene
de predecir tiempos de vida de algunos érganos afec-
tados, asi como de ofrecer criterios temporales para
pronosticar procesos de metdstasis, los cuales pueden
ser de gran utilidad en la aplicacién medica real (17).

Los resultados obtenidos en este conllevan a
considerar que el método EDO presenta como
ventaja la simplicidad en el desarrollo, pero es poco
detallado excluyendo eventos aleatorios, lo que
implica una aplicabilidad restringida. El modelaje
con EDP describe dindmicamente variaciones
espaciales del sistema que son mds convincentes
biolégicamente que las encontradas con las EDO,
pero el tratamiento fisico no se puede idealizar ya
que faltan pardmetros bioldgicos y la intervencién de
los efectos estocdsticos. El modelaje discreto, muestra
una nueva clase de comportamiento que no puede
ser visto en el modelo continuo, permitiendo rastrear
celdas individuales reproduciendo las dindmicas que
surgen de la estructura como la vascularizacién de
tumores. Esta aproximacién es netamente numérica
dificultando el andlisis del modelo y la generalizacién
del mismo para diversas tendencias.

El modelaje computacional se muestra como
una herramienta esencial en el tratamiento de las
dindmicas de crecimiento, siendo ésta la forma mads
eficiente de estudiar y visualizar el comportamiento
de poblaciones que obedecen estructuras discretas y
fenémenos de aleatoriedad. Con el modelo estudiado
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de competencia por nutrientes se analizaron diversas
morfologfas de crecimiento, estudiando y evaluando
sistemdticamente el comportamiento y la dindmica
tumoral al variar los pardmetros que regulan el
modelo, como absorcién y consumo de nutrientes,
migracién, mitosis y muerte celular. En este proceso
se encontraron comportamientos particulares
asociados con la disponibilidad de nutrientes y
de espacio, resaltdindose que las células cancerosas
compiten por estos dos.
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